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Аннотация. Работа направлена на исследование 
условий нормальности принципа максимума Понтря-
гина для общих задач оптимального управления с фа-
зовыми ограничениями, в которых фазовые ограни-
чения задаются равенствами и неравенствами. 
Нормальность доказывается при условии регулярно-
сти, сформулированном в терминах предельного 
нормального конуса к допустимому множеству 
управления. Нормальность принципа максимума сле-
дует из условия регулярности, если одна из концевых 
точек свободна. При этом рассматривается случай за-
мкнутого управляющего множества. Приводится 
оценка множителей Лагранжа, отвечающих за фазо-
вые ограничения типа равенств, которая тесно связа-
на со свойством регулярности траектории относи-
тельно фазовых ограничений этого типа. Отметим, 
что задачи оптимального управления с фазовыми 
ограничениями играют важную роль в моделирова-
нии различных технических процессов и систем. 

Abstract. This work aims to investigate conditions for 
normality of the maximum principle for general state-
constrained optimal control problems in which the state 
constraints are given by equalities and inequalities. Nor-
mality is proved under a regularity condition formulated 
in terms of the limiting normal cone to the feasible con-
trol set. The regularity condition implies normality of the 
maximum principle if one of the end-points is free. In this 
case, the case of a closed control set is considered. An es-
timate is given of the Lagrange multipliers responsible for 
state constraints of the type of equalities, which is closely 
related to the regularity property of the trajectory with re-
spect to state constraints of this type. We also note that 
optimal control problems with state constraints play an 
important role in modeling various technical processes 
and systems. 
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Задачи оптимального управления с фазовыми ограничениями играют важнейшую роль в мо-

делировании различных технических процессов и систем. Представляется также важным их иссле-
дование в рамках теории статистического подобия, сформулированной профессором Н. А. Северце-
вым [1–3]. Перейдем к точным формулировкам. 

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: 

 

1 2

( ) min,
= ( , ),
= ( (0), (1)) ,

( ) для п.в. [0,1],
( ( )) 0, ( ( )) = 0 [0,1].

p
x f x u
p x x C
u t U t
g x t g x t t
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∈
∈ ∈

≤ ∀ ∈


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Здесь x  – это переменная состояния в nR , а u  – управляющая переменная в mR . 
Предположим, что множество C  замкнуто, а U  компактно. Траектория ( )x ⋅  является абсолютно 
непрерывной функцией, такой, что удовлетворяет уравнению ( ) = ( ( ), ( ))x t f x t u t  для a.a. [0,1]t∈ , 
концевым ограничениям p C∈ , а также фазовые ограничения 1( ( )) 0g x t ≤ , 2 ( ( )) = 0g x t  [0,1]t∀ ∈ . 
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Отображения : n m nf × →R R R , 2: nφ →R R  и : kn i
ig →R R , =1,2i  предполагаются достаточно 

гладкими. 
Введем понятие регулярности. Рассмотрим допустимый процесс * *( , )x u . Обозначим  

( , , ) = ( , ) ( , ), =1,2,i
i

gx u t x t f x u i
x
∂Γ
∂

 

2( ) := { : ( , ) = 0}.U x u U x u∈ Γ  

 
Определение 1. Траектория * ( )x ⋅  называется регулярной относительно фазовых ограничений 

типа равенств, если для всех [0,1]t∈  и *( ( ))u U x t∈  выполняется следующее условие полного ранга:  

*2
2( ( ), ) ,x t u krank u

∂Γ =
∂

 

*
*2 ( ( ), ) ( ) {0}.Ux t u N uim u

∂Γ ∩ =
∂

 

Здесь ( )UN u  означает предельный нормальный конус Мордуховича ко множеству U  в точке u . 
Обозначим через ( )U t  замыкание по мере управляющей функции *( )u t . Напомним, что 

многозначное отображение ( )U t  определено для (0,1)t∈  как множество векторов mu∈R  таких, что  
*({ [ , ] : ( ) ( )}) > 0 > 0.s t t u s B uε∈ − ε + ε ∈ ∀ε  

Здесь ( ) = { :| | }mB u v v uε ∈ − ≤ εR , а   означает меру Лебега на прямой R . При = 0,1t , 
определим ( )U t  по непрерывности как верхний топологический предел. 

Рассмотрим множество 1( ) := { : ( ) = 0}jJ x j g x . 
 
Определение 2. Процесс управления * *( ( ), ( ))x t u t  называется внутренне регулярным 

относительно фазовых ограничений типа неравенств, если существует такое число 0 > 0ε , что для 
всех [0,1]t∈  существует = ( ) > 0tδ δ  такое, что для всех ( , ) [0,1]s t t∈ −δ + δ ∩  и для всех ( )u U s∈  
можно найти единичный вектор  

*2
1 1= ( , , ) ker ( ( ), ) ( )Ud d t s u x s u N u

u
∂Γ∈ ∩
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  

такой, что  

 * *1
1 0( ( ), ), < ( ( )).

j
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u

∂Γ −ε ∀ ∈
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Процесс называется внешне регулярным относительно фазовых ограничений типа 
неравенства, если для всех [0,1]t∈  существует = ( ) > 0tδ δ , такое что для всех ( , ) [0,1]s t t∈ −δ + δ ∩ , 

( )u U s∈  можно найти единичный вектор  

*2
2 2= ( , , ) ker ( ( ), ) ( )Ud d t s u x s u N u

u
∂Γ∈ ∩
∂

  

такой, что  

 * *1
2 0( ( ), ), > ( ( )).

j

x s u d j J x t
u

∂Γ ε ∀ ∈
∂

 (3) 
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Внутренне и внешне регулярный процесс будем называть регулярным относительно фазовых 
ограничений типа неравенства. 

Здесь UN   обозначает полярный конус к UN . 
 
Определение 3. Процесс управления * *( ( ), ( ))x t u t  называется внутренне/внешне регулярным 

относительно фазовых ограничений, если он является внутренне/внешне регулярным относительно 
фазовых ограничений типа неравенств, в то время как траектория * ( )x t  является регулярной 
относительно фазовых ограничений типа равенств. Внутренне и внешне регулярный процесс будет 
называться регулярным относительно фазовых ограничений. 

 
Определение 4. Говорят, что выполнены условия управляемости относительно фазовых 

ограничений в точке * * *= ( (0), (1))p x x , если для =1,2s ,  
* *( , ( )) :s s sf conv f x U x∃ ∈  

* *1( 1) ( ), > 0 ( ).
j

s
s s s

g x f j J x
x

∂− ∀ ∈
∂

 

Здесь conv означает выпуклую оболочку множества. 
Между этими понятиями существует важная связь. 
 
Лемма 1. Внутренне регулярный относительно фазовых ограничений процесс управления 

подразумевает условие управляемости при = 1s , в то время как внешне регулярный относительно 
фазовых ограничений процесс управления подразумевает условие управляемости при = 2s . Таким 
образом, регулярность процесса управления относительно фазовых ограничений влечет условия 
управляемости относительно фазовых ограничений в концевой точке. 

 
Фазовые ограничения согласованы с концевыми ограничениями, если  

,C G G⊆ ×  

где  

1 2:= { : ( ) 0, ( ) = 0}.nG x g x g x∈ ≤R  

Согласованность ограничений не является обременительным требованием. Очевидно, что ее 
всегда можно достичь, заменив множество C  на множество ( )C G G∩ × . Поэтому в дальнейшем 
предполагается, что C  вложено в фазовое множество G G× . 

Рассмотрим расширенную функцию Гамильтона – Понтрягина [4],  

( , , , ) := , ( , ) , ( , ) ,H x u f x u x uψ μ ψ − μ Γ  

где nψ∈R , 1 2= ( , )μ μ μ , ki
iμ ∈R  и 1 2= ( , )Γ Γ Γ . 

 
Определение 5. Будем говорить, что процесс управления * *( , )x u  удовлетворяет принципу 

максимума, если существуют множители Лагранжа: число 0λ ≥ , абсолютно непрерывная вектор-
функция 1, ([0,1]; )n

∞ψ∈W R , покомпонентно убывающая вектор-функция ограниченной вариации 
1

1 ([0,1]; )kμ ∈BV R  и измеримая вектор-функция 2
2 ([0,1]; )k

∞μ ∈L R  такая, что выполняются 
следующие условия: 

– условие нетривиальности  
*1

1 * *1 2
1 0 1

=1
( ) | ( ( ) ( ) ( ( )), ( ( ))) > 0 [0,1];

k
j

j

g gt t t x t x t tVar dist imx x
∂ ∂λ + μ + ψ −μ ∀ ∈
∂ ∂  
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– сопряженное уравнение  

* *( ) = ( ( ), ( ), ( ), ( )) для п.в. [0,1];Ht x t u t t t t
x
∂ψ − ψ μ ∈
∂

  

– условия трансверсальности  

* * * *1 1
1 0 1 1( (0) (0) ( ), (1) (1) ( )) ( ) ( );C

g gx x p N p
x x p
∂ ∂ ∂φψ −μ −ψ +μ ∈λ +
∂ ∂ ∂

 

– условие максимума  
* * *

*(
( ( ), , ( ), ( )) = ( ( ), ( ), ( ), ( )) для п.в. [0,1];max

( ))u U x
H x t u t t H x t u t t t t

t∈
ψ μ ψ μ ∈  

– закон сохранения энергии : ( ) = [0,1],c M t c t∃ ∈ ∀ ∈R  где  
**(( ) := ( ( ), , ( ), ( ))max ( ))u U xM t H x t u t tt∈ ψ μ ; 

– условие Эйлера – Лагранжа  

* * *( ( ), ( ), ( ), ( )) ( ( ));U
H x t u t t t convN u t
u
∂ ψ μ ∈
∂

 

– условие дополняющей нежесткости 
1 *

1 10
( ( )), ( ) = 0.g x t d tμ  

Кроме того, справедлива следующая оценка множителей. Существует такое число > 0κ , что  

 

* *1 2
2 1

2

| ( ) | | ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

для п.в. [0,1]и для всех .k

g gt t t x t x t
x x

t

∂ ∂μ + ξ ≤ κ⋅ ψ −μ + ξ
∂ ∂

∈ ξ∈R

 (4) 

Приведем небольшой комментарий. В то время как условие нетривиальности, сопряженное 
уравнение, условие трансверсальности, условие максимума, закон сохранения, включение Эйлера – 
Лагранжа и условие дополнительной нежесткости достаточно хорошо известны, оценка (4) является 
новой и, кроме того, является существенной частью принципа максимума. Эта оценка множителей 
тесно связана со свойством регулярности относительно фазовых ограничений типа равенств и тем, 
что рассматривается случай просто замкнутого множества U. Обратим внимание, что эту оценку не 
получится вывести из условия Эйлера – Лагранжа из-за овыпукления нормального конуса, и 
поэтому она доказывается отдельно. Когда множество U  выпукло, оценка (4) не нужна. 

Рассмотрим следующие замечания. 
Замечание 1. Наряду с набором множителей Лагранжа ( , , )λ ψ μ  условия принципа максимума 

также удовлетворяются следующим набором множителей Лагранжа: 

, ( ) ( ), ( ) ,gt a t t a
x
∂ λ ψ + μ + ∂ 

 

где 1 2= ( , )g g g , a – произвольный вектор из kR , 1 2=k k k+ . 
Замечание 2. Функция 1 ( )j tμ  постоянна на любом временном интервале [ , ]a b , на котором 

*
1 ( ( )) < 0jg x t  [ , ]t a b∀ ∈ . 

Замечание 3. Закон сохранения энергии не является полностью независимым условием, 
поскольку следующую его часть легко извлечь из остальных условий принципа максимума, а 
именно, из условия максимума, сопряженного уравнения и монотонности множителя меры 1μ :  

: ( ) = (0,1),c M t c t∃ ∈ ∀ ∈R  (0) , (1) .M c M c≥ ≥  
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Остальная часть закона о сохранении энергии представляет собой истинные (независимые) 
условия оптимальности:  

(0) , (1) ,M c M c≤ ≤  

которые можно рассматривать как условия трансверсальности по отношению к ограничениям 
времени: 0t ≥  и 1t ≤ , если считать время как фазовую переменную, а гамильтониан (энергию) – 
соответственно как сопряженную ко времени функцию. 

Утверждение принципа максимума заключается в следующем. 
 
Теорема 1. Предположим, что процесс управления * *( , )x u  является оптимальным в задаче (1). 

Если траектория * ( )x t  является регулярной относительно фазовых ограничений типа равенств, 
то процесс * *( , )x u  удовлетворяет принципу максимума. 

 
Доказательство этого утверждения может быть найдено в работах [5, 6]. 
Основной результат нашей работы заключается в следующей теореме. 
 
Теорема 2. Предположим, что процесс управления * *( , )x u  является оптимальным в задаче (1). 

Предположим, что * *( , )x u  является регулярным относительно фазовых ограничений, в то время 
как правая концевая точка свободна, что означает, что 0=C C G×  для некоторого замкнутого 
множества 0C G⊆ . Тогда процесс управления * *( , )x u  удовлетворяет принципу максимума, причем 

> 0λ . Аналогично, если * *( , )x u  является регулярным относительно фазовых ограничений и левая 
концевая точка свободна, что означает, что 1=C G C×  для некоторого замкнутого множества 

1C G⊆ , то процесс управления * *( , )x u  удовлетворяет принципу максимума при > 0λ . 
 
Доказательство см. в работе [7]. 
 
Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант 19-11-00258). 
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